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↓ exercices supplem , facultatifs à rende
sur Moodle J

a
2 répondre sondage test intermédiaire --non
- 1) 1) 17 12 ~

an ?
-quand ?

[semaine 10]

Rappel espaces
rectoriels

u ↓ ↓
transtoThorère 4 .3

.
6 : SoitT : V=W linaire1

alors

· Kerlt) est un S
.
E .V de V

· Im(t) est un S . EV
. de W

de plans

a) Test injective & Ker(T) =Gor]

b) Test surjective4 Im(T) = W
.



-

déno de 4
.
3 . 6 a) T : V =W avel

à montrer Kr(t) = Cov] 0 Test injective .

= supposons Ker(t) = SOv]
-

et montrons ge Test injective .

solent>2,-V tels ge T(2) TY)

on doit montrer ge sey -

& T(x) -T(y) = Ow
w

espacetoie ell
comme

T est linéaire T(x-y) = Ow

(T(u+V) = +(u) ++(V)
T(xu) = xT(u) &

d'après l'hypothèse (Ker(t) = Gov3]
on dont mar x-y = Or ( t)
-

Vesprect.
x = y ca+d =)



#) supposons ge T soit injective
et montrons ge Ker(t) = Sor]

soit - KerLT)
, par définition

T(x) =Ow
Mais T est einiaire et donc TCOv) = Ou

donc +(2) = On = T(Or)

et par hypothèse ,T est injective
,

donc

2 = Or . Donc Ker(t) = Gory
catel ()

Remarge :
S

-
T

a) R-R
· injective
· voneiraire

3H x+1
·

"Ver(t)" = (- 13

b) RIR · injecte
He - von lineare

- "Ker(t)" = D
HI IR

· injective2)
1x3 · ver(t) =603

· pas linéaire



Notation 4 .
3.7 : Pour At Mmxn()

onnote par Ker(A) = Ker(TA) =Re

Im(A) = Im (TA) 2 Rm

[TA :M- &2 # Ax

· Ker(A) = GezRl As = l
↑ ↓ l'ens

. des Solutions

Siev deR du syst . Anogare

· Im (A) = [ERM/FIER ta Aci =5)
↑ = l'ans. des 5 +R ta le systeme

est compatible
S .2 .V de cad le syst. possède

an moins we
solution

et Im(A) = col(A)

= l'espace des colonnes de A
=> toutes les C . L .

des colonies de A



-Vect( , .. an
où aR est la iène colonne

de A

Exemples de transto linéces
Ker et Im 4

.

3
.

8

m

1) At Mmen(R) TA :
R ->R
2 - As

est linéate

&t vir remarque précédente)

2) V = FIN;R) = l'espace des suites réelles

Un le sous-esp des suites convergentes

(exercices : montrer ge Vestdanalyse
un s .e,r de V

Regardons ,
la transformation

lim : U - IR

(Phe is timenn->



Analyse 1 dif ge lin [n+ Yn)-lmutliyn->

(02]
,
Con U I tim (1) = 1 limen

n->5 -0

XXER
.

Donc tim : -> 1 est lireate

Kerleim) = G (ineW/ tim san = 03h-- N

= toutes les suites qu's convergent
urs 0 .

Im (lim) = IR

en effet , soit relR , dans la suite

constante >Cn = V FnEA appartient a V

et liman = v
. Donc re Im(lim)

n=

· Ains Im /lim) = R .



3) solt V = Mmn(R) W = Maxm(IR)
alors la transfo .

F

Mnexn() -> Marne (R)
A ↳ AT

est linéaire (A+B)= AT + BTI (A) = XAT xem)
Ker(F) = [On=

man

donc la transposée est infective

Im(F) =? = Maxm(R)

car (AT = A donc At Im (F)

donc F est surjective . donc bijective
-



Théorème Utile 4
.

3
.
9

Soit T : VzW uneT
.

L
. Alors

a) soit VEV un
.

S
.

E
.
V de V

,
alors

num

T(r) SWEW /FUEV arc +( =w)
est un 3 .E .

V de W
.

num

On l'appelle l'image de U par T

# : lorsge V =V ,
alors T(U) = Im(t)

(difihle en senake 6)

b) Soit Z[W un .

S
.
E .
V de W alors
~

+*(2) V1 +(-2}
est un S .

E
.
V de V appels
m

l'image réalproge de Z par T

(on la préimage de Epart, Tiz))



# : cas particulier z-gowl , alors

↑ (50]) = SeeVIT() -Gowb]
=IveV/T) =or]
~ Ker(T)

.

dév de as après la pause :

T : V=W i. L et ULV un . SEV de V

a contrer : TU) = &WEW 12-UEU +-9 Tu =w]
est un S .E .

V de W

1) Montrons ge OwET(U)
comme U est un S .E . V de V

on a que orU

or Test erealre et donc T(O) = On

on a bien ge Ou &T(U) ·

2) Mg .

Si w
,
wiE T(U) et Att

alors XW +w'zT(U) ·



comme w ,witT(U)
,
il existe une U-

tels que T(u) = w et Tul)
=w

- -

-
Alors T(eu+ul) = 1T(u) +T(u) = Aw +w

↑

T l'ircaire

or U est un . S .E .V de V et donc

AutuleU
,
ansi Awth't T(U) ·

cyfda
6) en exerce (facultatifs à rende

& 4 .

4
.

Familles linairement independ .

génératiles
et bases d'E .V

&4 .4 .

1 : (dijà vu au drop. 1 pour V=R)
Soit Vun E

.
V . et un

,...,Up EV (PEINol
On dit ge la partie /non Ordonnée) Gr, . . . jup]

(la famille ordonnée (vy , · . - Up))
est linedrem . indépendante con libres



si l'équation suivante dans V

↑ v ,
+ 12Vz +... + Xprp = 0

n'admet que la solution nulle :

* = Xz = ... = Xp = 0 E

Danshe cas contrate on dit que Guc -. >Upl
est tee ou einzairement dipendante

4.4 .2 :

0) Gov] est lie car 1 . 0 =g

0
,5) vEV ju] est ein . indip . CONO

1) Dans V = R" , des veat . , ..., p
sonthin

- indipendents

Et La matrice A =( , ... )
nap

possède un pivot par colonne
cad p pivots .



sous-exemple: i(b) , (i) , (i)-

indépendants

tandisse (d)
, (i)

,
(i)

,
(E)

sont dipendents

+ d'exemples das L Chap .

1
.

2) V = F(R ,
R)

~ (t) = coslt) vzlt) =sin(t)

la partie Gar ,Uz] < V est
.
ein

. dip

en effet

Soient 41
,
42 ER tels ge
~ égalité de fonctions
O

*,v + 42Vz = G

cad VtER on a

↑ v ,
(t) +XzV2(t) = Oy(t) =D

4 cos(t) + 12 sin(t) 0 VtER



Prenons t=0 ⑨ 2 .. 1 + 12. 0 = 0 X=0
cos(0) = 1 t=o

Sin (0) = 0

Prenonst O
~ 1 0 +120 = 0 Azzo

cos() =0 tel
s'inE) =

=> la partie Gas ,sin] est ein . indip.

↑ gérer . Gros(t),Sm(t) , cos(27) ,sin(t), ---

cos (nt]
,
Sincut) .... )

est einetem . Indips

⑫4 .

4
.
4 : V un EV et WEV un SEV -

On dit ge dr ij y up] ergende W

si W = Vect du ,
. . .

,Upy

Rappel : Veatye,...,Up]= GA + - ... + XpVp(x pE)
* c'est un S . E V de V



Autre terminologie : [V.. iUp] est partie
génératika
de W

si Wereathy, -- up)
Def. 4 .

4
.
5 : (Important)

soit WEV un S
.E .V de V

On dit qu've partie Guys"' Upl est unebase
si deW

i) SV ,...,Up] est ein . dip . (libre)

ii) 50 1 ,.. jup3 engendre w

Rem ii) vieW VieStr ,P)

une famille ordonnée (V1 : - Up) est

une base ordonnée si su ,...,up] est une base

E : G(b) , (i)} base de R

(()
,
(i]] base ordonne deP
-

el en

((i)
,
(0)) base ordonée de Ach



Point de vue important (n'est pas dans le lay)

Déf . 4 .
4

.
6 : soit WEV un .

SEV et

(V , j ... ,Up) une famille ordonnée dePrecteurs
-

arc VitW pour tout iest .....,Py

On definit une transfo :

T : IRP - W

(%)+ + - + Xprop

e11
esten SEX

appelée la transto. C .
L des Vi

ou transto Cool)

et elle vérifie les propr Suivantes



Théorème Cool : TiRP -> W
4 .47

(V1-- yUp) ordonnes (p) # A,V , + -- + pop

dans cet ordo vérifie

i)T est liréale Lexercica)

ii) Im (t) = Vect bvs sup]

iii)Test injective CO [Vj s,p) est ein .

independ
iv) T est sujective #0 Gui , p) engendrent W

v) Test bijective #O (Un ... .Up) est une

base /Ordonnée)deW


